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Algorytm ustalania arbitralnej aproksymac;i
catkowitoliczbowej wielowymiarowego wektora
danych rzeczywistych w kontekscie

badan reprezentacyjnych

W prakty ce statystycznej bardzo cz gsto wy korzystywany jest algory tm loso-
wania jednostopniowego warstwowego bez zwracan ia. Jednym z glownych za-
dan stoj acych przed praktykam i stosujacymi ten schem at nie jest de facto sam
proces wyboru proby, ale ustalenie tz w. alokacji, cz yli przypisanie kazdej war-
stwie liczby jednostek, ktore znajd a sig¢ w probie. Do najcz ¢Sciej stosowanych
w GUS sposobow ustalania alokacji prob  y naleza: alokacja proporcjonalna,
schemat Neymana (Brach a, 1996; Zas gpa, 1962, 1 972) i m etoda Lednickiego
1 Wieczorkowskiego (Lednicki, Wieczorkowski, 2003). Te m etody prowadza na
ogot do uzyskania na w yjéciu alokacji nieb ¢dacej wektorem liczb catkowitych.
W kolejnym kroku wektor ten zostaj e poprawiony przez przyblizenie kolejnych
sktadowych liczba mi calkowitymi. Nie ma ogélnej metodologii opisuj acej,
w jaki sposob nalezy szuka¢ takiego przyblizenia.

W artykule przedstawiam autorski algorytm stuzacy do przyblizania catkowi-
toliczbowego w opisan ych przypadkach. Opisatem tu prakty czne zastosowanie



algorytmu w kontek $cie zastosowania schem atu losowania jednostopniowego
warstwowego bez zwracania.

CZY ZAGADNIENIE PRZYBLIZANIA CALKOWITOLICZBOWEGO
JEST ISTOTNE Z PUNKTU WIDZENIA ZASTOSOWAN?

Jak  juz wspomniano, nie ma metodologii méwiacej o tym, w jaki sposob szu-
ka¢ przy blizenia ¢ atkowitoliczbowego alokacji. Naturalny m pom ystem je st
przyblizenie w d6 t poprzez wzi gcie najwigkszej liczby catkowitej nie wi gkszej
od zadanej lub w goére — najmniejszej liczby calkowitej nie mniejszej od zad a-
nej. Innym pom ystem j est przy jecie, ze na ka zdej sk tadowej wektora alokacji
dokonujemy przyblizenia poprzez wzigcie najblizszej liczby catkowitej. Stosuje
si¢ takze tzw. przybli zenie losowe, pole gajace na dopisaniu wektora liczb loso-
wych z rozk tadu jednostaj nego na przedziale (0,1) i poréwnani u sk tadowych
alokacji ze sktadowymi tego wektora. Je §li mantysa sktadowej z wektora aloka-
cji jest mniejsza od mantysy sktadowej z w ektora liczb losowy ch, przyblizamy
do liczby catkowitej w dot, jesli wigksza — w gore.

Zauwa zmy, ze ka zdy spo srod w ymienionych sp osobow prz yblizen na og 6t
powoduje zmian ¢ sumy wektora. W niektor ych przypadkach zmiana ta jest na
tyle mala, ze nie ma wigkszego znaczenia. Szczego6ln ie zachodzi to w przypad-
ku, w ktorym ilo$¢ warstw jest relaty wnie mata w sto sunku do liczebnosci pro-
by. Ma to miejsce w taki ch sy tuacjach, kiedy 20000 jednostek alokowany ch
jest pom iedzy 100 warstw. Woéwczas rozwa zania na temat wyboru sposobu
przyblizenia catkowitoliczbowego pozo staja be z isto tnego znacze nia prakty cz-
nego. Nie jest przecie z szczegoélnie istotne, w kontek $cie jako §ci badania, czy
proba bedzie liczyta 20000 jednostek czy 20020.

Problem przyblizenia catkowitoliczbowego staje si¢ istotny w dwu przypad-
kach:

1) gdy warstwy sa dosy¢ drobne, np. w sy tuacji, gdy proba liczaca 20000 aloko-
wana jest pomiedzy 1000 warstw. Wowczas roznice wielkos$ci proby, wynika-
jace z wyboru przyblizenia, w skrajnych przypadkach moga si¢gac¢ 500. Jest
zatem istotne, czy wylosujemy 19500 czy 20500 jednostek;

2) gdy alokacja w warstwa ch musi by ¢ ustalona w t en sposob, aby w ka zde;j
warstwie liczba jednostek losowania b yta podzielna prze z ustal ona liczb ¢,
np. 13. Taka sytuacja ma miejsce w badaniach, w kt 6rych losowane sa proby
kwartalne, a nast gpnie dzielone s ana 13t ygodni. Wystepuje t o chocia zby
w BAEL czy badaniu tran sportu. Przyjmujac w ty m wypadku prosta metode
przyblizania catkowitoliczbowego', m ozna znaczaco odbiec od za tozenia co
do wielkosci proby.

! Problem znalezienia przyblizenia zadanego wektora liczb rzeczywistych w zbiorze wektoréw
o sktadowych p odzielnych przez 13 w r zeczywisto$ci s prowadza s i¢ do problemu przy blizenia
catkowitoliczbowego. Wystarczy w tym celu sktadowe wyj$ciowego wektora p odzieli¢ przez 13,
znalez¢ przyblizenie catkowitoliczbowe, a nastgpnie wynik pomnozy¢ przez 13.
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ALGORYTM ZNAJDOWANIA ALOKACJI CALKOWITOLICZBOWEJ

Niech 7 oznacza liczebno$¢ proby, L — liczbg warstw, N, — liczbe jedno-
stek populacji w /& -tej warstwie, h =1, 2, ..., L. Zatézmy, ze mamy juz znale-
ziony wektor liczb 1z eczywistych (xi, ..., x;), w ktorym przy najmniej jed na
sktadowa nie jest liczba catkowita, spetniajacy warunki:

L
1) th =n,
=

2) 0<x, £N, dlakazdegoh =1,2, ..., L.

Naszym zadaniem b ¢dzie znalezienie takiego wektora liczb naturaln ych
(ny, ..., ny ), ktor y spe Inia warunki 1) i 2) oraz ,jest bliski” wektorowi
(xi, ..., x7 ). MOwiac, ze dwa wektory ,,sa bliskie”, zawsze mamy na mysli pew-
na me tryke”. Na potrzeby arty kutu usta lmy, Ze b edziemy szuka ¢ najbli Zszego
elementu w $wietle metryki /;, zwanej manhattanska lub miejska’.

Wektor  (ny,..., n;) spe Iniajacy warunki 1)i  2) uznam y zatem za wektor
najblizszy wektorowi (xi, ..., x; ), jesli bedzie on spetniat wlasnos¢ 3):
3) dla kazdego wektora liczb naturalnych (7, ..., n; ), spetniajacego warunki 1)

L L
i 2), zachodzi nierowno$¢: M |n; — x4 <D 1, — x5
h=1 h=1

Algorytm
Dla parametru ¢€[0,1] oraz xe R zdefiniujmy funkcj¢ ¢, w nast ¢pujacy
sposob:

¢t(x):|_XJ dla x—|_xj<t
@ (x)=[x] dla x—|x|>¢

Przez  symbol | | rozum iemy cech ¢z liczby , natom iast [x]=[x]+1
dla x nienale zacych do lic zb ca tkowitychi [x]=x dla x bedacego liczb a
calkowita.

2 W tym wypadku metryke w przestrzeni R- .
3 Odleg to§¢ w tej metr  yce definiuje si ¢ zgodnie ze wzorem:  d (X1, ..., X), (1, s V1)) =

L
= Z|Xi —Ji |
i=l



Zauwa zmy, ze @y(x)=[x], @(x)=|x]), a @5 jest funkcj a zaokr aglenia
catkowitoliczbowego w g Ore. Nast epnie dla danego wektora liczb ~ (xi, ..., x;)
o wlasnosciach 1) i 2) zdefiniujemy funkcj¢ #:

itz () = (@ (1), ooy @1 (x1))

.

naturalnymi ze zbioru {0, ..., N;}X...x{0,..., N;}. Pozostaje wy bra¢ taki para-

L L
metr ¢, dla ktérego Z @, (x;)=n. Zauwazmy, ze Z @o(x;)>n oraz
i=1 i=1

L L
Z o (x;)<n, aprzy tym funkcja t — z @, (x;) jest funkcj a schodkowa, male-
=] =

jaca w swojej dziedzinie oraz sta ta w przedziatach prawostronnie dom knigtych.

L
Mozna zate m znale z¢ warto §¢ £, tak a, ze w przed ziale [0,7] Z o (x;)=n,

i=1

L
natomiast w przedziale (#,,1] Z @:(x;) <n. Scisle rzecz biorac, ¢, okreslone
i=1

jest wzorem:
L
ty =max{t: Y ¢,(x;)>n}
i=1

Teraz nalezy uwzgledni¢ 2 przypadki:

1. x;—|x; |#x;—|x; | dlakazdych i#j i, je{l,2,..,L}. Sytuacja ta zdarza

si¢ najczgsciej. Wowczas funkcja ¢ — i @, (x;)jest funkcja schodkowa maja-
ca te wlasnos¢, ze kazdy ,,uskok” tego slzlhodka jest doktadnie réwny 1. Dlate-
go szczegolnie dla zdefiniowanego ¢y zachodzi rowno §¢ ZL: @, (x;)=n. Za-
tem szukany ~wektor (ny,...,ny)j estr Oowny doklla:iinie wektorowi
(@10 (X1)5 05 @1 (x1)).

2. Jesli istniejq takie parametry i # j ¥, je {1,2,...,L Ze x;—|x |=x;,—|x; ],

L
to w szczegdlnosci moze zdarzy¢ sig sytuacja, w ktorej Z(p,o (x;)>n.
i=1



Zdefiniujm y k jako:
L
k :Z@o (xi)—n
i=1

I stnieje co najmniej k& skfadowych wektora (xi,...,x;) takich, ze x; —| x; | =1.
Dla zdefiniowania wektora (n, ...,n;) przyjmujemy n; = ¢, (x;)—1 dlad o-
wolnych & sktadowych, dla ktorych spetniona jest w tasnos¢ x; —| x; | =1, oraz
n; =@, (x;) dla wszystkich pozostalych sktadowych.
Pozostaje jeszcze udowodni ¢, Ze znale ziony wektor (ny,...,n;) speinia wia-
snos$¢ 3). Korzystajac z lematu umieszczonego na koncu artykutu oraz z nastgpu-
jacej wlasnosci: @, (x+k)=¢,(x)+k, dla e (0,1), x — rzec zywistego, k —

catkowitego, fatwo mozna pokaza¢, ze (ny,...,n;) istotnie spelnia wlasnosc¢ 3).

L
PRZYKEAD FUNKCJI t = ) ¢, (x;)

i=1

L
A oto wykres funkcji ¢ — Z @, (x;) przykladowego wektora liczb (xi,...,xg),
i=1
ktérego sktadowe sa rowne odpowiednio: 7,11; 8,28; 2,28; 13,49; 21,49; 15,57,
75,77; 30,9:

L
FUNKCJA t—>zl(p1 (xi)
=
180

179

178

lh

177

176 -

175

174 R

173

172 -

171 co—

170 T T T T T T T T T T

Z 16 dto: opracowanie whasne.



LEMAT

Dla danych liczb #,..., ¢, € (0,1), spetniajacych warunek # +...+¢;, =k, dla
pewnego k bedacego liczba naturalna, rozwiazaniem optymalnym w zbiorze:

X ={(a, s ar)e {0}F: Y a =k}

czyli najblizszym punktowi (#,..., #,) ze wzglgedu na metryke /; elementem ze
zbioru X, jest rozwiazanie dane wzorem (O0,...,0,1,...,1), gdzie zera sa na po-
zycjach 1,2, ..., L —k,ajedynki na pozycjach L—k+1,...,L. Bedziemy to ozna-

czaé X‘Ola ey OL—ka 1L—k+la ceey 1L
Dowad

Bez straty mozemy zatozy¢, ze:

0<ti £, L...51, <1

Woweczas dla wektora (04, ...,07 4, 17 54150 17)
d((tryes 1)y (014 o0 O, gty s L)) =1 oo+t + (A=t )+ +(1—12)
Dowolny ciag (ai, ..., a; )€ X jest zatem ciagiem k jedyneki L —k zer. La-
two wi ec za uwazy¢, ze na pierwszy ch L —k sk fadowych ina ostat nich &
sktadowych jest dok ladniet ylesam ord znic wzgl e¢dem wektora
01,...,07 4,11 441, ..., 11). MOWiac Scislej, zbiory:
I={i=L—-k+1,..,L:a;,=0}
oraz
I=t{i=l,.,L—k:a=1

sa rownoliczne.

Dla dowolnego zbioru S oznaczmy przez # liczebno$¢ zbioru S. Mamy:

p=#1=#7 oraz I ={i,...,ip}, 1 z{;l,...,zg}.
Dla dowolnej pary (i,7)e I x I zachodzi nierowno$¢ #; > tz, czyli:
t; +(1-t;)<1 oraz (1-¢t;)+t; 21 e
Stad:

d((tiy.., tr),(ar, e, a)) =t +..+t o+ (=t )+ (I=1)]+
-[z; +(1—t,-1)+...+t;p +(=6; )]+ [(1-5,) + 1, +...+(1—t;p)+lip]=

= d((tl, ooy lL),(Ol, . OL—k; 1L7k+17 cees IL))—A+B



przy czym:

A=t; +(A=t;)+..+6; +(1-1;,)

B=(-1t;)+1, +---+(1—t7p)+fip

Aby zakonczy¢ dowdd wy starczy zauwazyC, ze A< p i B> p, cowy nika
bezposrednio z (1).

Podsumowanie

W arty kule przedstawiono algor ytm zn ajdowania wektora liczb ca tkowitych
o zadanej su mie el ementéw najblizszego zadane mu wektorowi liczb rze czywi-
stych w $wietle metryki /;. Udowodniono, ze wektor liczb catkowitych znale-
ziony za pomoca algorytmu jest istotnie elementem optymalnym w zbiorze wek-
toréw liczb ca tkowitych o zadanej z géry sum ie s ktadowych. Przedstawion y
algorytm stosowany jest przez autora w celu ustalania alokacji proby w badaniu
transportu i zaimplementowany w jezyku R.

mgr Marcin Muraszew — GUS
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SUMMARY

The Author presents his algorithm to find the next vector of long integers of
a given element sum to a given vector of real numbers under metric l,. Practical
algorithm applications in the context of the unit stage stratified sampling without
replacement are described in the article. It is proved that the vector of long inte-
gers found by algorithm is an optimal element in a vector file of th e given com-
ponent sum. The presented algorithm is app lied by the Author to fix the sample
allocation in transportation surveys and is implemented in R language.



PE3IOME

Cmamws npedcmagnsem COCMAGIEHHBIL AGMOPOM AN2OPUMM ONpedeneHUs.
Camoco 6aU3K020 GeKMOPA YENbIX Yucel ¢ NOOAHHOU CYMMOU dNIeMeHMo8, 0/is
NOOAHHO20 BEKMOPA BeujeCmMEeHHbIX ducel 8 céeme mempuku |1 B cmamove
ONUCHIBAEMCS  NPAKMUYECKOe UCHONb308AHUE ANOPUMMA 6 KOHMeKCHe
UCNOTL30BAHUS CXeMbl OOHOCYNEHYAMOll CL0edoU 8bl00PKU 63 8038DAUAHUA.
boino Ookazano, umo Gekmop NOIHBIX UUCel ONPeOeNeHHbI ¢ HOMOWbIO
Aneopumma  OetiCmeumenbHo sIAemcs ONMUMATLHLIM 9AEMEHMOM 6 MHO-
Jcecmee 6eKMOPO8 YENbIX YUCET C NPeosapumenbHo ONpeOdeneHHOU CYyMMOll
xkomnonenmos. Ilpedcmaenennolii  aneopumm UCHOb3YEMCsL  A8MOpoM  OJis
YCMAHOBAEHUsL Cnocoba 6blOOPKU 8 00C1e008aHUU MPAHCNOPMA U OCYuje-
cmeneHHa 6 sizvike R



	wyk: 


