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Marcin MURASZEW 

Algorytm ustalania arbitralnej aproksymacji  
całkowitoliczbowej wielowymiarowego wektora 
danych rzeczywistych w kontekście  
badań reprezentacyjnych  

 W praktyce s tatystycznej bardzo cz ęsto wykorzystywany jest algory tm loso-
wania jednostopniowego warstwowego bez zwracan ia. Jednym z głównych za-
dań stojących przed praktykam i stosującymi ten schem at nie jest de facto  sa m 
proces wyboru próby, ale ustalenie tz w. alokacji, cz yli przypisanie każdej war-
stwie liczby  jednostek, które znajd ą si ę w próbie. Do najcz ęściej stosowanych 
w GUS sposobów ustalania alokacji prób y należą: alokacja proporcjonalna,  
schemat Neymana (Brach a, 1996; Zas ępa, 1962, 1 972) i m etoda Lednickiego   
i Wieczorkowskiego (Lednicki, Wieczorkowski, 2003). Te m etody prowadzą na 
ogół do uzyskania na w yjściu alokacji nieb ędącej wektorem liczb  całkowitych. 
W kolejnym kroku wektor ten zostaj e poprawiony przez przybliżenie kolejnych 
składowych liczba mi całkowitymi. Nie ma ogólnej metodologii opisuj ącej, 
w jaki sposób należy szukać takiego przybliżenia. 
 W artykule przedstawiam autorski algorytm służący do przybliżania całkowi-
toliczbowego w opisan ych przypadkach. Opisa łem t u prakty czne zastosowani e 
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algorytmu w kontek ście zastosowania schem atu losowania jednostopniowego 
warstwowego bez zwracania. 
 

CZY ZAGADNIENIE PRZYBLIŻANIA CAŁKOWITOLICZBOWEGO 
JEST ISTOTNE Z PUNKTU WIDZENIA ZASTOSOWAŃ? 

 
 Jak już wspomniano, nie ma metodologii mówiącej o tym, w jaki sposób szu-
kać przy bliżenia c ałkowitoliczbowego alokacji. Naturalny m pom ysłem je st 
przybliżenie w dó ł poprzez wzi ęcie największej liczby ca łkowitej nie wi ększej 
od zadanej lu b w górę — naj mniejszej liczby całkowitej nie mniejszej od zad a-
nej. Inn ym pom ysłem j est przy jęcie, że na ka żdej sk ładowej wektora alokacji 
dokonujemy przybliżenia poprzez wzięcie najbliższej liczby całkowitej. Stosuje 
się także tzw. przybli żenie losowe, pole gające na dopisaniu wektora liczb loso-
wych z rozk ładu jednostaj nego na przedziale (0,1) i  porównani u sk ładowych 
alokacji ze składowymi tego wektora. Je śli mantysa składowej z wektora aloka-
cji jest mniejsza od mantysy składowej z w ektora liczb losowych, przybliżamy 
do liczby całkowitej w dół, jeśli większa — w górę. 
 Zauwa żmy, że ka żdy spo śród w ymienionych sp osobów prz ybliżeń na og ół 
powoduje zmianę su my wektora. W niektór ych przypadkach zmiana ta jest na 
tyle mała, że nie m a większego znaczenia. Szczególn ie zachodzi to w przypad-
ku, w k tórym ilość warstw jest relaty wnie mała w sto sunku do liczebności pró-
by. Ma to miejsce w taki ch sy tuacjach, kiedy  20000 jednostek alokowany ch  
jest pom iędzy 100 warstw. Wówczas rozwa żania na temat wyboru sposobu 
przybliżenia ca łkowitoliczbowego pozo stają be z isto tnego znacze nia prakty cz-
nego. Nie jest przecie ż sz czególnie istotne, w kontek ście jako ści badania, czy  
próba będzie liczyła 20000 jednostek czy 20020. 
 Problem przybliżenia ca łkowitoliczbowego staje się istotny w dwu przypad-
kach: 
1) gdy warstwy są dosyć drobne, np. w sytuacji, gdy próba licząca 20000 aloko-

wana jest pomiędzy 1000 warstw. Wówczas różnice wielkości próby, wynika-
jące z wyboru przybliżenia, w skrajnych przypadkach mogą sięgać 500. Jest  
zatem istotne, czy wylosujemy 19500 czy 20500 jednostek; 

2) gdy alokacja w warstwa ch m usi by ć ustalona w t en sposób,  ab y w ka żdej 
warstwie liczba jednostek losowania b yła podzielna prze z ustal oną liczb ę,  
np. 13. Taka sytuacja ma miejsce w badaniach, w kt órych losowane są próby 
kwartalne, a nast ępnie dzielone s ą na 13 t ygodni. Występuje t o chocia żby 
w BAEL czy  badaniu tran sportu. Przyjmując w ty m wypadku prostą metodę 
przybliżania ca łkowitoliczbowego1, m ożna znacz ąco odbiec od za łożenia co 
do wielkości próby. 

  
1 Problem znalezienia przybliżenia zadanego wektora liczb rzeczywistych w zb iorze wektorów 

o sk ładowych p odzielnych pr zez 13 w r zeczywistości s prowadza s ię do problemu przy bliżenia 
całkowitoliczbowego. Wystarczy w tym celu składowe wyjściowego wektora p odzielić przez 13, 
znaleźć przybliżenie całkowitoliczbowe, a następnie wynik pomnożyć przez 13.  
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ALGORYTM ZNAJDOWANIA ALOKACJI CAŁKOWITOLICZBOWEJ 
 
 Niech n  oznacza liczebność próby, L  — liczbę warstw, hN  — liczbę jedno-
stek populacji w h -tej warstwie, h = 1, 2, ...,  L. Załóżmy, że mamy już znale-
ziony wektor liczb rz eczywistych ( ),...,,1 Lxx  w którym przy najmniej jed na 
składowa nie jest liczbą całkowitą, spełniający warunki: 

1) ,
1

nx
L

h
h =

=
 

2) hh Nx ≤<0  dla każdego h = 1, 2, ..., L.  
 Naszym zadaniem  b ędzie znalezienie takiego wektora liczb naturaln ych 
( ),...,,1 Lnn  któr y spe łnia warunki 1) i 2) oraz „jest bliski” wektorowi 
( )....,,1 Lxx  Mówiąc, że dwa wektory „są bliskie”, zawsze mamy na myśli pew-
ną me trykę2. Na potrzeby arty kułu usta lmy, że b ędziemy szuka ć najbli ższego 
elementu w świetle metryki ,1l  zwanej manhattańską lub miejską3. 
 Wektor ( )Lnn ...,,1  spe łniający warunki 1) i 2) uznam y zatem  za wektor 
najbliższy wektorowi ( ),...,,1 Lxx  jeśli będzie on spełniał własność 3): 

3) dla każdego wektora liczb  naturalnych ( ),~...,,~
1 Lnn  spełniającego warunki 1) 

i 2), zachodzi nierówność: .~
11


==
−≤−

L

h
hh

L

h
hh xnxn  

 

Algorytm 

 
 Dla parametru ]1,0[∈t  oraz Rx∈  zdefiniujm y funkcj ę tϕ  w nast ępujący 
sposób: 
 

 xxt =)(ϕ  dla   txx <−  
 xxt =)(ϕ  dla   txx ≥−  

 
 Przez symbol    rozum iemy cech ę z  liczby , natom iast   [ ] 1+= xx   
dla x  nienale żących do lic zb ca łkowitych i   xx =  dla x  będącego liczb ą  
całkowitą. 

  
2 W tym wypadku metrykę w przestrzeni LR .  
3 Odleg łość w tej metr yce definiuje si ę zgodnie ze wzorem: =))...,,(),...,,(( 11 LL yyxxd  

.
1


=

−=
L

i
ii yx  
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 Zauwa żmy, że  ,)(0 xx =ϕ   ,)(1 xx =ϕ  a 5,0ϕ  jest funkcj ą zaokr ąglenia 
całkowitoliczbowego w g órę. Nast ępnie dla danego wektora liczb  ( )Lxx ...,,1  
o własnościach 1) i 2) zdefiniujemy funkcję Ψ : 
 

))(...,),(()( 1)...,,( 1 Lttxx xxtL ϕϕΨ =  

 
 Oczy wiście, dla każdego ]1,0[∈t  wartości funkcji )()...,,( 1 tLxxΨ  są liczbami 
naturalnymi ze zbioru { } }....,,0{......,,0 1 LNN ××  Pozostaje wy brać taki para-

metr ,t  dla którego .)(
1

nx
L

i
it =

=
ϕ

 
Zauważmy, że nx

L

i
i >

=1
0 )(ϕ  oraz  

,)(
1

1 nx
L

i
i <

=
ϕ  a prz y tym funkcja 

=
→

L

i
it xt

1
)(ϕ  jest funkcj ą schodkową, male-

jącą w swojej dziedzinie oraz sta łą w pr zedziałach prawostronnie dom kniętych. 

Można zate m znale źć warto ść 0t  tak ą, że w przed ziale ],0[ 0t  
=

≥
L

i
it nx

1
,)(ϕ  

natomiast w przedziale ]1,( 0t  
=

<
L

i
it nx

1
.)(ϕ  Ściśle r zecz biorąc, 0t  okre ślone 

jest wzorem: 
 

})(:max{
1

0 
=

≥=
L

i
it nxtt ϕ  

 
 Teraz należy uwzględnić 2 przypadki: 
 
1.    jjii xxxx −≠−  dla ka żdych ji ≠   }....,,2,1{, Lji ∈  Sytuacja ta zdarz a 

się najczęściej. Wówczas funkcja 
=

→
L

i
it xt

1
)(ϕ jest funkcją schodkową mają-

cą tę własność, że każdy „uskok” tego schodka jest dokładnie równy 1. Dlate-

go szczególnie dla zdefiniowanego 0t  zachodzi równo ść 
=

=
L

i
it nx

1
.)(0ϕ  Za-

tem szukany  wektor ( )Lnn ...,,1  j est r ówny dokładnie wektorowi  
)).(...,),(( 00 1 Ltt xx ϕϕ  

2. Jeśli istnieją takie parametry ji ≠  }, ...,,2,1{, Lji ∈  że    ,jjii xxxx −=−  

to w szczególności może zdarzyć się sytuacja, w której 
=

>
L

i
it nx

1
)(0ϕ . 
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 Zdefiniujm y k  jako:  


=

−=
L

i
it nxk

1
)(0ϕ  

 
 I stnieje co najmniej k  składowych wektora )...,,( 1 Lxx  takich, że   .0txx ii =−  
 Dla zdefiniowania wektora ( )Lnn ...,,1  prz yjmujemy 1)(0 −= iti xn ϕ  dla d o-
wolnych k  składowych, dla których spełniona jest w łasność   0txx ii =−  oraz 

)(0 iti xn ϕ=  dla wszystkich pozostałych składowych. 
 Pozostaje jeszcze udowodni ć, że znaleziony wektor )...,,( 1 Lnn  spe łnia wła- 
sność 3). Korzystając z lematu umieszczonego na końcu artykułu oraz z następu-
jącej własności: ,)()( kxkx tt +=+ ϕϕ  dla ),1,0(∈t  x  — rzec zywistego, k  — 
całkowitego, łatwo można pokazać, że )...,,( 1 Lnn  istotnie spełnia własność 3). 
 

PRZYKŁAD FUNKCJI 
=

→
L

i
it xt

1
)(ϕ   

 

 A oto wykres funkcji 
=

→
L

i
it xt

1
)(ϕ  przykładowego wektora liczb ),...,,( 81 xx  

którego składowe są równe odpowiedni o: 7,11; 8,28; 2,28; 13,49; 21,49; 15,57; 
75,77; 30,9: 
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LEMAT 
 
 Dla dany ch liczb ),1,0(...,,1 ∈Ltt  spe łniających warunek ,...1 ktt L =++  dla  
pewnego k  będącego liczbą naturalną, rozwiązaniem optymalnym w zbiorze: 
 

}:}1,0{)...,,{(
1

1 kaaaX
L

i
i

L
L =∈= 

=
 

 
czyli najbliższym punktowi )...,,( 1 Ltt  ze względu na metrykę 1l  elementem ze 
zbioru ,X  jest rozwi ązanie dane wzorem ),1...,,1,0...,,0(  gdzie zera są na po-
zycjach ,...,,2,1 kL − a jedynki na pozycjach ....,,1 LkL +−  Będziemy to ozna-
czać ). 1...,,1,0...,,0( 11 LkLkL +−−  
 
Dowód 
 
 Bez straty możemy założyć, że: 
 

1...0 21 <≤≤≤< Lttt  
 
 Wówczas dla wektora )1...,,1,0...,,0( 11 LkLkL +−−  

)1(...)1(...))1...,,1,0...,,0(),...,,(( 11111 LkLkLLkLkLL ttttttd −++−+++= +−−+−−  
 Dowolny  ciąg Xaa L ∈)...,,( 1 jest zatem ciągiem k  jedynek i kL −  zer. Ła-
two wi ęc za uważyć, że na pierwszy ch kL −  sk ładowych i na ostat nich k  
składowych jest dok ładnie t yle sam o ró żnic wzgl ędem wektora 

).1...,,1,0...,,0( 11 LkLkL +−−  Mówiąc ściślej, zbiory: 
}0:...,,1{ =+−== iaLkLiI  

oraz  
}1:...,,1{

~
=−== iakLiI  

są równoliczne. 
 Dla dowolnego zbioru S oznaczmy przez #  liczebność zbioru S. Mamy: 

IIp
~

## ==  oraz },...,,{ 1 piiI =  }.~...,,~{
~

1 piiI =  

 Dla dowolnej pary IIii ~
)~,( ×∈ zachodzi nierówność ,~ii tt ≥  czyli: 

 1)1(~ ≤−+ ii tt  oraz 1)1( ~ ≥+− ii tt  (1)
 Stąd: 
 +−++−+++= +−− )]1(...)1(...[))...,,(),...,,(( 1111 LkLkLLL ttttaattd  

     =+−+++−+−+++−+ ])1(...)1[()]1(...)1([– ~~~~
1111 pppp iiiiiiii tttttttt  

            BAttd LkLkLL +−= +−− ))1...,,1,0...,,0(),...,,(( 111  
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przy czym: 
 

)1(...)1( ~~
11 pp iiii ttttA −+++−+=

 
pp iiii ttttB +−+++−= )1(...)1( ~~

11  

 
 Aby  zakończyć dowód wy starczy zauwa żyć, że pA ≤  i ,pB ≥  co wy nika 
bezpośrednio z (1). 
 
Podsumowanie 
 
 W arty kule p rzedstawiono algor ytm zn ajdowania wektora liczb ca łkowitych  
o zadanej su mie el ementów najbli ższego zadanemu wektorowi liczb rze czywi-
stych w świetle metry ki 1l . Udowodniono, że wektor liczb ca łkowitych znale-
ziony za pomocą algorytmu jest istotnie elementem optymalnym w zbiorze wek-
torów liczb ca łkowitych o zadanej z góry sum ie s kładowych. Przedstawion y 
algorytm stosowany jest przez autora w celu ustalania alokacji próby w badaniu 
transportu i zaimplementowany w języku R. 
 
mgr Marcin Muraszew — GUS  
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SUMMARY 

 
 The Author presents his algorithm to find the next vector of long integers of 
a given element sum to a given vector of real numbers under metric  .1l  Practical 
algorithm applications in the context of the unit stage stratified sampling without 
replacement are described in the article. It is proved that the vector of long inte-
gers found by algorithm is an optimal element in a vector file of th e given com-
ponent sum. The presented algorit hm is app lied by t he Author to fix the sample 
allocation in transportation surveys and is implemented in R language. 
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РЕЗЮМЕ 

 Статья представляет составленный автором алгоритм определения 
самого близкого вектора целых чисел с поданной суммой элементов, для 
поданного вектора вещественных чисел в свете метрики l1. В статье 
описывается практическое использование алгоритма в контексте 
использования схемы одноступенчатой слоевой выборки без возвращания. 
Было доказано, что вектор полных чисел определенный с помощью 
алгоритма действительно является оптимальным элементом в мно-
жестве векторов целых чисел с предварительно определенной суммой 
компонентов. Представленный алгоритм используется автором для 
установления способа выборки в обследовании транспорта и осуще-
ствленна в языке R. 


	wyk: 


